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Differentialrechnung fir Fkt. Einer Variablen
Zid: Mal fir lokale Anderungen einer Funktion

Bea Entscheidungen sind of nicht die absoluten Kosten interessant, sondern vielmehr die Veranderung, die eine
Produktion mit sich bringt.

Grundlagen

Bsp.: Kostenfunktion: Gerade, nichtlineare Kurve

Stichwort: Fixkosten, Variable Kosten, proportiona/Uberproportiond steigend
Differenzenquotient

Herlaitung: Steigung der Sekanten zwischen zwe Kurvenpunkten.

Ordinantendifferenz _Dy _ f (%)~ f (Xo) _ f (% +Dx) - f(x)
Abszissendifferenz Dx X - % Dx

Die Sekantengteigung (dur chschnittliche Steigung) ist vom Ausgangspunkt X, und von der Veranderung
deltax (Dx ) abhangig. See nimmt je nach Wahl der Punkte andere Werte an.

Grundproblem der Differentialrechnung: Definition eines Steigungsbegriffs
FUr jeden Punkt einer beliebigen Kurve soll die Steigung in diesem Punkt werden

Differentialquotient

Grenzwert des Differenzenquotienten: Steigung der Kurve im Punkt P(Xo,f (X))
Ableitung der Funktion f an der Stelle X: Die Funktion ist dort differenzierbar

lim Dy_ lim  f(x)-f(x)

F) = @0 Dx @0 T xox

Die Gerade durch den Punkt heil¥ Tangente y = f(x,) + f '(Xx)(X - X,)
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Stetigkeit
(Zeichnen ohne abzusetzen)

Wenn f(x) als ein Polynom (Quadratische/ lineare Funktionen) vorliegt, ist dieses innerhalb der
geschlossenen [ £, £] bzw. offenen[£, < oder <, £ oder <, <] Intervalle stetig.

Uber priifen auf Stetigkeit:

Grenzwertbetrachtung an Grenzen des Intervals und an den Polstellen
limfx)  =(?=f(x) =(?)=lim f(x)
X® Intervallgrenze- X® Intervallgrenze+

Keine Setigkeit an der Stelle x = Intervallgrenze, nur rechts- oder linkssaitige Stetigkeit. (Je nachdem zu
welchem Intervall das £ Zeichen gehtrt. Rechtsaitig z.B., wenn das Interval rechts vom £ Zeichen seht)

Differenzierbarkeit
(Zeichnen ohne Knick; Gegenbeispiel: |x|))
Voraussetzung: Funktion muss setig sein

f(X) ist ds quadratischellineare Funktion differenzierbar im Interval | [
1. Abletunghbilden ® dgetigin den Intervalgrenzen?

Bsp: Die Funktion |x| ist an der Stelle x = O stetig aber nicht differenzierbar:

lim |x|-|0|_ [im
X®0 x-0 XxX®O0

1:-1
X

lim |x||0|: lim X1
X® 0" x-0 x® 0" x

Be der Betragfunktion exidtieren die einsaitigen Ableitungen (rechtssatige = linkssatige Differenzierbarkeit),
dimmen aber nicht Uberein. Daher kann der Grenzwert der Differenzenquotienen, also die Ableitung f '(0),
nicht exigtieren.

Selen an denen keine Ableitung exigtieren: Funktion igt , glatt’, hat aber Punkte, an denen die Tangente
pardle zu y-Achse verlauft

3[ \/; fur x3 0
f(x)=i )
i- |x| fir x<0
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Einige Ableitungsregeln
f(x) =x" f(X)=y=x
f'(x)=nx"" f'(x)=y'=3x?

K onstante Funktion

f(x)=c f(x)=0 f(x)=2 ff(x)=0

Faktorregel
g(x) = cxf (X) f ) =cxf(x) f(X)=y=2x® y'=6xX

Produktregel

y(u*v) f(X)=y=x+/X, x>0 u=x v=4x=x%

1 5 s
U Y= 26X F ==X U= 2X v——
Y Y 2x 2 24x
Quotientenregel
2
_u y=200X 10 s j00¢ 4150 v=x
Y X
o 1 2 _
_u sz uv _ 100xX2 150 U= 200x V=1
K ettenr egel
Verwendung bel zusammengesetzten Funktionen
h(x) = g(f(x) =9(2) h(x) = (x*+1) g=vz ®

2«/_
() =g'(F(R) F'(x) =g'(2x h'(x)=2—\1/22x:#\/2_+12x 2232 +1® 2'= 2x
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Integral/ Differentialtabelle

y =f (X) y =f(x) Y =F(X)
0 c (1 R Cx K onstante Faktorregel
1 X 0,5%x
nx X" 1 ..
n+1
nz?z z
vu + W urv uv' | U*v-ou'v Produktregel
u'v-uv' u Quotientenregel
V2 v
s 1/x In x|
-n i -1
X" X" (n- Px"*
1 Vx 2, @
—* /X
2/x 3
1 W n % N n-1
M Xn—l n+1
-1 1 N o
—1/X
m Xn+1 Rx n-1
e Ize e /e g i
a‘lna a a "
Ina
1/x Inx X*|nx-x
COS X snx - COS X i
1 tan x - Injcos x| m
cos” X
dn 2x Srf x Yo x- YaSn 2X
- 9n2x cos” X Yox + Y4Sn 2X
1 1n x 1
— log, Xx=—
xlna Ina
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Merkblatt Kurvendiskussion

Unter der Kurvendiskussion einer Funktionsgleichung vergeht man die Zusammengdlung der wichtigsten
Eigenschaften ihres Bildes mit anschliel}ender Zeichnung

I) Definitionsraum
Die Funktion f(x) ist ds relationde Funktion stetig im Definitionsraum D=R\{}

1) Ableitungen

[11) Stellen mit waager echter Tangente
Extremwerte: notwendige Bedingung:  y' =0 muss unbedingt erfillt werden
Entscheiden ob Hoch, Tief oder Sattel punkt
hinreichende Bedingung: y'’ <0 Maximum
Rechtskrimmung; Abnahme der Steigung; Kurveist konkav
y’'>0 Minimum
Linkskrimmung; Zunahme der Steigung; Kurve ist konvex
dadie hinreichend Bedingung vid verlangt, und oft nicht erftillt werden kann,

mussman iny’ nach einem Vorzeichenwechsd schauen: bel Max von + nach -
bei Min von - nach +
V) Wendepunkt notwendige Bedingung: y' =0 Achtung, wenn y’' =y’ =0= Sattel punkt

hinrechendeBedingung:  y'’* 0
nur maglich, wenn x Achseiny’’ mit eéner Seigung * 0 geschnitten wurde,
ansonsten Vorzeichenwechsd iny"’ betrachten

V) Monotoniever halten Intervallweise Betrachtung ob (monoton)steigend/falend
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V1) Nullstellen desZahlers  1- fache Nullstdle: Schnittstdle
2- fache Nullsdle Berthrgdle
3- fache Nullsdle: Sattelpunkt

VII) Nullstellen desNenners  1- fache Nullstdle: Polstelle mit V orzeichenwechsdl
2- fache Nullstdle Polstdle ohne Vorze chenwechsd
wieim Zahler: Hebbare Definitiondlicke

VIII) Symmetrie Punktsymmetrie nur ungerade Hochzahlen
zum Ursprung: f(X) = f(-x)
Achsensymmetrie: nur gerade Hochzahlen
zur y-Achse f(x) = -f(-X)

IX) Kridmmungsver halten konvex, konkav (wie der Riicken vom Schaf)
[ X) Untersuchung der Funktion an den aul3eren Réndern
An den Polstdlen
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Beispiel aus dem Skript:

X3

x- 3

I) Definitionsraum

f(x)

Die Funktion f(x) ist s relationde Funktion stetig im Definitionsraum
Funktion ist stetig + differnezierbar
[1) Ableitungen
F(x) = x4 - 9x? F(x) = 6x3 +543x
(x*-3)
(18x2 - 54) (x2 - 3) - 6X (6x3 +54x)

(-9

[11) Stellen mit waager echter Tangente

f(x) =

D:R\{-«/§,«/§}

f(x,)=0 x.-9%2=0 xez(xe2-9)=0 Xy =0 X, =3 X,=-3

f"(O):O f"(-3) <0® lok.Max f”(3)>0® lok. Min

V) Monotoniever halten Intervalwe se Betrachtung ob (monoton)steigend/fallend

(-¥:-3] monton steigend
823;-\/5) monton fallend
(\/3_\/5 ) monton fallend

(ﬁSH monton fallend
(3;¥] monton steigend

V1) Nullstellen desZahlers  1- fache Nullgele: Schnitigele

X, =0 einzige NS

V1) Nullstellen desNenners  2- fache Nullstdle: Polstelle ohne V orzeichenwechsdl

VIII) Symmetrie nicht erkennbar

IX) Kriummungsver halten konvex, konkav (wie der Riicken vom Schaf)
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I X) Untersuchung der Funktion an den aul¥eren Randern

lIim=-¥ lim=¥

X® -¥ XxX® ¥

An den Polgtelen
lim=-¥ lim =¥
X® -3 X®-\/§+
lim=-¥ lim =¥
x®~3 =-¥ x®+3
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