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Kapitel 15: Differentialgleichungen

Differ entialgleichungen = Gleichungen die Beziehungen zwischen einer Funktion und mindestens einer ihrer
Ablatungen hergtdlen.

Kommen be viden okonomischen Modellen, insbesondere im Zusammenhang mit Produktions- und
Nutzenfunktionen, Wachstum und Marktprozessen, vor.

Bemerkung zur Schreibweise: Wéhrend in der Mathematik zwischen dem Funktionswert y und der Funktion'y
= f(X) unterschieden wird, schreibt man in der Theorie der Differentidgleichung gewdhnlich kurz y angtelle von
f(x). Entsprechend werden die Ableitungen mity’, y"’ ... bezeichnet.

Beispiele fur Gleichungen, in der die Funktion y, deren Ableitungen sowie eine oder mehrere unabhangige
Variable auftreten:

3+5y=y +2y
Y’ =x-y+y”

1. Grundbegriffe
Jede Funktion, die mit ihren Ableitungen die Gleichung erfllt, heil¥ L dsung der DGL

Mengedler Lsg. = dlgemeine Lsg. = L 6sungsmenge

Ordnung der DGL = héchste auftretende Ableitung

kann nach dieser aufgel 0st werden ® explizite DGL, ansonsten implizite DGL.

Wenn mehrere Variablen und deren part. Ableitungen = partielle DGL ansonsten gewdhnliche DGL.
Eine DGL muf3 nicht notwendigerweise fir dle Variablen und Funktionswerte definiert sein, so it

-§:Ju-az beispidlsweise nur fir x2 5undy 0 definiert

Es exidiert kein einheitliches L dsungeverfahren, das auf beliebige DGL N der &b jetzt immer verwendeten Form
F(X, Y, Y(1),....y(n)) = 0 anwendbar ist. Nur fir sehr spezielle Funktionen F konnten weitgehend voneinander
unabhdngige Methoden zur Besimmung der dlgemeinen Losung entwicket werden.

Bsp S: 3 Yy =Xx+y

Anhand der Zeichnung 1&sst dch leicht erkléren, dass mehrere Funktionen die Differentiagleichung erfiillen
konnen.
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Differentialgleichungen 1. Ordnung

bisher enzige L sg.mdglichkeit: Integration

y=f(x) Lsg:y= of(x)dx = F(x)+c

oft: ,, Anfangswertprobleme’ ,d.h. eine spezidle Lsg. fur y(x,) = ¢, ist gesucht

Beispid:

y' = In|x|+e*; mit y(1) =2 asAnfangswert

y = n|x/+et) dx
Einschub:
dn|x| dx = dAn|x| dx ® partielle Integration
u=1 v =InXx
1

u=x V'=—
X

:x><ln|x|- bxxldx:xlnx- X
X

weiter mit der Losung:

alg.Lsg:y = o(n|x|+ e dx = x Hdn|x| + x+€

spez. Lsg.: y(1) = 2 ergibt: 1dnfLfrx+€® +c=2

y =xin[x|+x+e*t +2

1+C

® c=2
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Weiter e L 6sungsmdglichkeit

Zur EinfUhrung: gewohnliche DGLN 1. Ordnung
Allessnd Spezidfdle von F(x,y,y') = g(x,y)+h(x,y)*y* =0

Formel Verfahren L 6sungsansatz
g(x)+h(y) »' =0 | Trennung der Variablen on(y) dy = - &g(x)dx
g(xy) +h(xy)*y’ =0 | Totale DGL F(xy) =c mitcl IR
Uberprifen: gy=hx
Berechnung:
(1) Gxy) = cpxy)dx
1G
(@ Gy=—
Ty
N G
(3) )= iy~ gy
fly
(4) Fxy) = Gxy)+cly) = ¢
a6 Ahnlichkeits Y _
V=9 differetiaigiichungen @ 2T®0 y=x
(i) 9(2) = y' = z+xz
Homogene DGL (28 0(z=z

y=cxmitcl R
(20) 9@ * z

(i) lifert dieDGL — 2 =1

==, S0 dal3 man mit der
9g(2)-z x

Methode ,, Trennung der Variablen” dle Lsg fir z(x)

ehdt. Aus y(x) = xz(x) flielen schliedich dle

L 6sungen fir y(x)

Y' +p(x)y = r(x)

Lineare DGL 1.0Ordnung

D P = pxdx

@y =e " e+ gy (9 e Max)
3 Dabe i c | R enefra wahlbare Kongante
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1) Trennung der Variablen
| dy —
g(x) +h(y) =0 ®g(X)+h(y)&—0

oh(y) dy = - ag(x)dx
Dadie Funktion g nur von x und
die Funktion h ist nur vony abhéngig ist, spricht man von
DLG mit getrennten Variablen, die auf verschiedene Saiten gebracht werden
Bsp. 15.2.06, S. 5 allgemein selber durchlesen
Bsp. 15.2.07, S. 5 speziell selber durchlesen

Bagid: 2xy-1ly' =0
y' = 2xy mity(0) =1 als Anfangswert

AllgemeineLsy:

(;ﬂx:zxy %ZZXﬂX faryt 0

(‘)d—y:2c‘)xdx fary® 0

y

Inly| =% +¢

V| =" =g e mitc=¢ >0
y =ce”

Speziele Lésung

y0=1 ® ce°=1 ®c=1

y=e'

Aufgabe 5.1.a rechnen
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Oben it ein Spezidfd| der exakten DGL gewesen

2) Exakte bzw. Totale DGL

gxy) + h(x,y)*y’ =0 wobe gilt :gy' =h," (immer zuerst Uberprifen!)
Eswird davon ausgegangen, dass es eine Funktion F(x,y) gibt, fir die gilt:

Fx=g(Xy) Wie schon bekannt gilt, dass die Kreuzableitungen
Fy=h(xy) (2. Patidle Abl.) einer Funktion immer identisch snd

Fxy=gy=hx=Fyx
Beispiel 15.3.2, S8

Zum Begtimmen von F(x,y):
G(x,y) + ah(xy) - Gy'(x.y))dy = ¢
So kommt man darauf:

I F(X)y) = g xdx+c(y)=cpx.y)dx+cly)= G(x.y)+c(y)

II: diese Funktion nach y ableiten: Fy =G’y (x,y)+c'(y)=h(x.y)

I1I: umgeformt ergibt sich: c'(y) = h(x,y) - G (X.y)

IV: Integrieren ergibt: c(y) = Gn(x.y)-Gy (X,y)dy inl einsetzen

Beispiel 1:
oy e +2yeCy'=0 ® g=2y*xe* und h=2ye*"
2 2
total? gy' = 4yxe* h,'=4xye* ja
o 2 X 2 x?
G =¢p(x.y)dx = 02y“xe* dx =y“e”
G, =2ye"

o) = Jixy)-Glxy)y dy =c(2ye* - 2y )dy = c0dy ist die Lsgdes2. Terms

F(x,y)= G(x,y)+c(y)=y2ex2 +0=c i die Gesamtl6sung
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Beispiel 2:

y+€ +(x+cosy)y' =0

total ? gy =lundh', =1listgleich® JA!
G= qy +e)dx =xy + e

Gy'zx

c(y) = gh(x,y)- G'y(x,y))dy =0(x + cosy - x) dy =0cosy dy =siny

alg. Lsg.: G(X,y)+c(y) =xy +€* +siny=c

Aufgabe 5.1.b rechnen
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3) Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

FGyY') = glxy)+hixy)*y =0
Spezidfdl homogene DGL :

alxy) =-g ?;/193 und h(x,y) =1

somit ergiibt sich g(x,y)+y*=0 und daraus Yy =g ?—/9: ¢4
X

(]

Die Bezeichnung Ahnlichkeitsdifferentialgleichung Ieitet sich aus der Tatsache ab, dass mit jeder Lasung y(X)
auch jede durch Ahnlichkeitsabbildunge bzgl. Des K oordinatenursprungs aus y(x) hervorgehende Funktionen
wiederum eine Lésung darstellen.

Subst.:z:¥ bzw.: y=zxx nachx Abldten: y'=xx'+2z da

y=ux mitu=2z undv =x wirdzu
y'=uv+uw' mitu=zZundv' =1

y =xZ +z mity =gz dlechsezen

Beispid:
2
_ Y &0
y== 8—+
X éXg
Subst.z:% mit y=xx'+z
y aa/..z
Gleichsetztenvony' = =—- —2 und y' =xxz' + z ergibt:
X &xg
X2 +z=2z-z° wirdzu xZ = -22, bzw.: x% =-7°
X

dles was ein x enthdlt wird auf eine Sate gebracht, ales was ein z enthdlt wird auf die andere Seite gebracht
und anschlief3end integriert.

dz _ .dx
-0_2=O_
z X
1
==In|x|+c
z
U 'i: :—X
Riicksubst.: y In|{+c odery e

Aufgabe 5.1.c rechnen
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4) Lineare DGL

Ein DGL heif} linear, wenn die Funktion F(x,y,y®,...,y"") = 0 eine lineare Funktion ist, d.h. wenn die DGL die
Form:

F(X!y’y(l)!"'!y(n)) = m(X)yn)'F...+p1(X)y(l)+p0(X)y - r(X) =0 hat!
wobei diep; und r in einem Interval setige Funktionen der Varigblen x snd.

Lineare DGL 1. Ordnung
PLX)Y+poX)y =r(X) |: Py
y' +p(x) 3y = q(x)
be r(x) bzw. g(x) = 0: dann linear homogen ® Lsg. Uber Trennung der Variablen

ansongten linear inhomogen®  Lsg. mit Eulerischen Multiplikator e®®)°

allgemeiner L 6sungsweg

y' + p(X) *xy = q(x) [* € (Achtung, des Pist groR? uns somit das Integral von p(x))
Wy + e p)y =" )

Ab hier entweder:

1O Anwendung der Produktregel fur Funktionen

¢y =g q(x) dx

y = eP® C‘PD(X) q(x) dx
Oder dternativ :
e9px)y-Wax)+e¥y =0 exakte DGL (it aber etwas umatandlicher as Alternative a)

Bsp. 15.5.3, S19 bringen
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Beispidl:

2
y+(2)y=¢
Austihrlicher Weg:

p(x): o-2xdx = -x2 ® Eulerscher Multi plikator: m(x) = e"‘2 macht aus DGL exakte DG
® beide Seiten damit multiplizieren

'S
e'XZy' - 2xe'X2y —egX X 2 X = e_X2 = | Integrieren nachy
e
® e'xzy:x+c nach y hin aufl6sen

y =¥ (x+c)

Nur Uber Verwendung der Formel:
y) = & PO xc+ oy (X € Mdx) = & xc + e Xdx) = € (x+0)
g (02

Die dlgemeine LOsung setzt sich zusammen aus der dlgemeinen Lésung der homogenen DGL und einer pez.
Lésung der inhomogenen DGL.

Aufgabe 5.1.d rechnen
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Linear e Differentialgleichungen 2. Ordnung

Typ:y" +p(x) y' +a(X) y = r(x)

a) homogene Lsung

al) einfachster Fall: y" =0

damit vereinfacht sich die obige Formd zu:
pX)y'+a(x)y=0

ersetzt y'= ) ]
p(x)
damit ergibt sich: y=C;X+Cy

Diese LGsung besitzt immer 2 frele Kondante

a2) Allgemener Fall

Nutzliche Aussagen Uber die, Bauart” der allgemeinen L Gsung:

Ein Paar y;, Yy, von Lésungen heif}t I.u., wenn es keine Konstante
cl Rgibt, fur diegilt:
y1(X) = ¢y, (X)

Sind y; undy, |.u. (Speziele Lésungen), so ist auch jede Linearkombination von ihnen Losung;
se bilden die dlgemeine Losung. (Sehe auch Def. Fundamentalsystem, S. 22, Skript)
Zid: finden von zwe linear unabhdngigen LAsungen
Bsp: lineare Differentialgleichung mit konstanten K oeffiziente (Vergleiche dazu Skript, S. 24):
y=¢* y'=1é* y' =1 2*
fur spez. Wertevon | ergeben sich spez. Lsg. der DGL
ginsetzenin  y"+py' +qy =0ergibt:
|2e|x+p|elx+qelx:o |:elx

® 1%+ pl +q=0 charakteristische Gleichung, deren NS spezielle Losung darstellen.
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Eslassen sch 3 Féle unterscheiden (Einsetzen von unterschiedlichen Werten fir p und g):

1. Fall: 2verschiedenereelleNS:
Setzep=3undq=2
y'+3y' +2y=0
12+3 +2=0 ®l,=-1, 1,=-2
Durch Linearkombination der beiden Eigenwerte erhdlt man die algemeine Ldsung des Problems:

y =ce” +ce

2. Fall: 1reelleNS
Setzep=2undq=1
y'+2y+y=0
2 = —_— -
l“+2 +1 =0 ®|}§‘1
Auch hier erhdt man durch Linearkombingtion der beiden Eigenwerte die dlgemene LAsung:

y =ce* +coxe” Herleitung Uber die Variation der Kongtanten

3. Fall: Komplexe NS
zB. y'+2y'+2y=0
12+2 +2 =0 |/V2:-1141-2=-111>4 mitp=2undq=2

® allg. Lsg.:y =€*(cicosx + ¢, SinX)

Aufgabe 5.1.eii und i rechnen
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Anfangswertaufgabe:
Suche nach spezidler Losung, die den Anfangswertbedingungen fir y und y’ gentigt.
Weterfihrung des Beispids aus Fl 1:

y'+3y'+2y=0 mity (0)= 3

undy' (0) =-5
alg. Lsg.y = ce* +c, e y' =-ceX- 2c, e
y(0)= 3: 3= ¢ +c,
y}(0) = - 5: -5=-¢ - 2c, ®c =1 c,=2

spez.Lsg.: y = X +2e

b) Inhomogene DGL:

alg. Lésung szt Sch zusammen aus Lésung der homogenen DGL und einer beliebigen spez. Losung der
inhomogenen DGL

Skript: Reduktion der Ordnung (Var. der Kongtanten)
man kennt eine Lésung der homogenen DGL. (y;(x))

die inhomogene hat dann eine spez. Lasung y(X) = y1(X) *2(X)
durch Einsetzen der L6sung y(X) in die inhomogene DGL reduziert sich deren Ordnung und wird |6sbar:

POy +...+pa(X)Y+po(X)y = O hat eine Losung der Formy = y(X) z(x)
Beigpiel 15.5.6, Seite 20/21 Skript:
3y +xy —x%y"’ =0hat dseneLésungy; = x* und somit auch y(x) = X z(X)

dies setzt man ein in die obige Formel und erhélt z = x* und somit auch y = 1
X
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Beispid:

y'-y=2

1. Losung des homogenen Tells:
y tpy +ay =0

1 %% +ple* +gd *=0

mitp=0undqg=-1

24— —
[“-1=0 ® | 1 =+1
Damit ergibt Sch dsene Lésung:

yi(x) = €*

2. Eine spezidlle L 6sung desinhomogenen DGL
Ansatz y = 2(X) "
y =2z +z€*
y'=7'e +72e¢ + 72& + z&
eénsetzenin y" -y = 2 ergibt
2'e* +27'e +ze*- ze* =2
z2'e* +27'¢ =2 Subst. u=7

ue +2ue* =2 e*

u+ 2u = 2¢e*
Bestimmung der Eulerschen Zahl
u+ 2u =2e” lineare DGL m=e2* =g

e™u + 2e®u = 26> = = 26X integrieren

e 3y = 2

u=e¥2eX=2e%=7 ® z=-26%

® y,=-2e" " =-2

3. Dieallgemeine L sg. Desinhomogenen DGL

V() = cie* + cpe*-2
homogene Lsung + spezielle Losung
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einfacher (aber nicht im Skript): K oeffizientenvergleich

rechte Seite linke Saite

r(x) Ansatz y¢ (X)
ro + X+ 1 X" S FSX +oot S X"

ae™ ce™ homogene L sung
asin bx + a, cos bx A sin bx + B cos bx

I r(x) Summe von 0.g. Ausdriicken muf3 auch as Ansatz deren Summe gewahlt werden;

sie kénnen auch getrennt berechnet werden:

Bsp. von eben: y" -y =2 ® r(x)=2
Ansatz ys= s ® y=0 ® y'=0
einsetzen -s; =2 ® s, =-2asspez. Lsg.
Bsp.. V' +2y +2y=2x2+2
homogene Lsg.: y,, =€ (¢, CosSX + ¢, Sinx)
Ansatz yg =5, +S;X + S,x°
Y's =8 +28X
Y's =25,

einsetzen:  2s, +2S; +4S,X + 25, + 25X + 252x2 =2x%+2

K oeffizientenvergleich:
x%:2s,=2 ®s,=1
X:4s,+25 =0 ® 4+2s,=0 ® s =-2
Ci25,+25 +25,=2 ® 2-4+255;=2 ®sy5=2

spez. Lsg: Y =2- 2X +x2

dlginh.Lsg.: y=¢€> (¢ cosx+c,sinx)+2- 2X + X

Lineare Differentialgleichungen in der Okonomie
Wachstumsmodell fiir das Volkseinkommen nach Boulding

Differentialgleichungsmodell der Versicherungsmathematik
(Selber durchlesen, S28 und 29, Skript)
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